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Equazioni Cardinali della Dinamico

X3

» Quantita di moto e momento della g.d.m.
+ Quantita di moto di una particella fluida ()
dg=udm=pudV
« Quantita di moto di un volume materiale v,
7= fVmpz_i 14 « :
« Momento della g.d.m. di un volume materiale

X1
I'= fVmFXpﬁdV

» Bilancio della quantita di moto » Bilancio del momento della quantita di moto
DC_i . — Df‘) SV —
Dot G+1I o = M; + My

D — = - D) N . N - e _)
ooy PUAV = [ pfindV + [ TpdS = [, FxpUdV = [, 7XpfpdV + [, 7x%,dS
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Stato di storzo - Teorema di Cauchy

» Bilancio della quantita di moto su volume materiale tetraedrico 31 Tetraedro di Cauchy

D — e -
. D—thm pudV = fVm pfmdV + me 7,dS

~Z,
« V., infinitesimo meh fVm pfrndV = pfndV DRthm pudV = D%(pﬁ dv)
- Conservazione massa: dm = p dV = cost we D% (pudV) = pdV ];—? s, - - :
* pAVE = pfrdV + 7,dS, — 71dS; — 7,dS, — 7dS; f: T
v f—j sforzo su faccia dS; verso x; crescenti (1 = Ej) ] - i % —13 :
v dS,,ds; = o(da)? ; dV = o(da)3< ds,, , ds; e, Y cosx;"n = 7;n; (T.di Cauchy)

e 2.dS, — 7,dS, — 7,dS, — 245 =0 (7 S 0 A
n“vn 1 1 2 2 3 3 (Tl n ] ]) Tn —_ Tj COS xj/\n

v dS; proiezione di dS;, su piano normale a x;

dS; = dS, cos x;j*n v' T, =T,C0Sx;"n+ T, cosx, n+ T3 cosx3™n
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Stato di storzo - Teorema di Cauchy

» Teorema di Cauchy T, = 7jcosx;*n = T;n; =
v" Lo stato di sforzo in un punto e rappresentato da un tensore
. . 5> - . . . > _f
v Note 3 componenti vettoriali 7; (j = 1,2,3) si oftengono gli o? sforzi 7,, 2
- Componenti di T,, sugli assi coordinati x;
Tin = Tn * by = Tjcosxjn - by = T;5 COS X" = ;N = TyyNy + TjpNy + TizN3 ds, 9 as, et
L TN, | S 90° z
1° pedice rappresenta lI'asse al quale e riferita la componente X
: ML > [/ T2
v 2° pedice rappresenta normale a faccia su cui agisce lo sforzo & —13
«  Rappresentazione matriciale - Tensore degli sforzi t
T TNy + Ty o1, T T T n : - B
F e LLET Rt W R O 3 5 v tensore doppio (due pedici)
T, = Ton | = To1My T TyoNy +To3N3 | = T21 T2z T3 np; | = n v 9 fi lari (dell
T3n T31Mg + T32M, + T33M3 T31 T3z T33/ \N3 o =T S alan elele
maftrice associataq)
v' T = tensore degli sforzi  (tensore = matrice associata) v 3 componenti vettoriali (vettori

colonna della matrice)
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Tensore degli sforzi

» Stato disforzo idrostatico

T,=—pn=1tn mep t=—-pl : [=matriceidentitd (tensore isotropo o sferico)
nq —pny +0:-n, +0:ng G 0 ng 1 0 0\ /™1
T, = —p <n2> =| 0-ny—pn, +0:n3 |={ 0 —p O (712) = = (0 1 0) (nz
ni 0-ny+0-n, —pns 0 0 -—-p/\n3 0 0 1/ \ns

lsei=j : X
v Ty = pkeE 8;j = {0 ey (delta di Kronecker) :

» Fluidiideali (u =0,7;; =0 per i # j) —7,

» Ripetiamo il ragionamento che ha condotto alla 7,dS,, = 7;dS;

|

» imponendo equilibrio lungo i fre assi con 7;; = 0 peri # j si ottiene i
ds,
T, = —pn
v Lo stato di sforzo in un fluido ideale in moto € di fipo idrostatico X, v
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Tensore degli sforzi (polo O)

» Bilancio del momento della quantita di moto (polo O) su volume materiale parallelepipedo

= x, | M=0
%fVmF X pu dV = fVmF X pfmdV + meF X T,dS

- Daragionamento analogo a Teorema di Cauchy

* Uguagliando a zero le 3 componenti del momento si ottiene: dx; /

Tll 7

Ly = %,

v Il tensore degli sforzi € simmetrico X

v 6 componenti indipendenti del tensore degli sforzi (? — 3 relazioni di simmetria)

v' Considerando la simmetria del tensore si tfiene conto del bilancio del momento della g.d.m.
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Equazione indefinita del moto

» Bilancio g.d.m. su volume materiale parallelepipedo G, dx, ;
T3 + —— | dx;dx, L 0Tydxy
D > axS 2 —| 71 _WT dxde3
~N = —_ as = 1
ocly, PUEAV = [ pfindV + o 7,dS N /
g 5o - 0 y S afz de dv 1 \ /
* V, infinifesimo + conservazione della massa: B = —- Jdx,dx, e
' :
Di 2 = = : ’
p deE = pfmdV,, +dIll  dII risultante forze su 6 facce \\ dxi /
i ' B 07, d
=) , : . (’L’Z a5 G_Z%) dx;dx;
- Forze su superfici perpendicolari ad asse X, : \
7_,')2 dxldx3
- . - 6‘?2 de
— Faccia verso x, crescenti: T, + ——=) dx;dx3
axz 2 \ y X5
0T, dx (f Lﬂ%) dx,dx . <?3 —%%> x1dx;
— Faccia verso x, decrescenti: — (‘FZ = #TZ) IO Oy, 2 ) 2 Ox3 2
2

— Risultante: (; + 6_?2%) dedr (f_ o 6_?2@) SEEe + Somma contributi delle 3 coppie di facce
1 2 3 j
7 7 dif = ( +22)dV,, = =Ly,
= axz dxz dx1dx3 = 6x2 de dx; O0x, 0x3 m 0x; m
2 2
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Equazione indefinita del moto

» Bilancio g.d.m. su volume materiale parallelepipedo

« Inserendo in bilancio di g.d.m. e semplificando dV,, —(

= pf.,dV,. + dll dil =

— i g
[[))1; = Pfm T ZT]
e
a7 0T 0T 0T
\/ J = L - 3 = .
dxj 0xq, 0xy T 0x3 v g

% 4y
m

ax]'

(Equazione di Cauchy)

v' V-1 divergenza del tensore dedli sforzi

(per analogia con divergenza di un vettore)

Du

Dt

fm"'v'I

<A

073 dx3

%)

o, 2

/ dx, \
/

+
& dx, 2

9, d \
i ﬂ) dx,dx; <

Forma per componenti
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Posizione problema idrodinamico

» Bilancio incognite-equazioni
Incognite Equazioni

p  Densita e + M =0 Eq. di continuita

u,  Velocita 9
Dui a'l'ij
7. Sforzi (inearmente indipendenti) 6 p Dt Pfm; + dx;

U
Totale 10 Totale

Eq. del moto

v Mancano 6 equazioni (quante sono le componenti indipendenti del tensore degli sforzi)
v Relazioni mancanti date dal legame sforzi — velocita di deformazione (legame o legge costitutivo/a)

» Legame costitutivo per fluido Newtoniano. Requisiti:
« Lineare
- Omogeneo (identico in ogni punto della massa fluida)
« Isofropo (medesimo comportamento lungo tutte le direzioni)
* Indipendente da sistema di riferimento adottato
- Tensore siriduce a sferico nei casi idrostatico o di fluido ideale
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Legge costitutiva fluidi Newtoniani

» Decomposizione del tensore degli sforzi in parte statica (sferica) e parte dinamica (deviatore)

T11 T12 T13 — it 0 T11+D T12 713
=721 T22 T23|= [ UNS= AP D To3 | = —pl + (T + pl)
3 T31 T3z NESE 0 0 -—p T31 T32 T33 +Dp T .
T;j = —pdi; + (Tij + pdij)

v La pressione statica p € un'incognita aggiuntiva
v Tensore sferico legato a variazioni volumetriche (densitd) s equazione distato p= p (p.1.5)
v Deviatore legato a velocita di deformazione (v.d.d.)

» Deviatore (fluido incomprimibile, isotermo, omogeneo: p = COost)

do . o : G2 e
T = p— (sforzi tangenzicli) W= in generale dtk =—+—1 i#j*k
j i
e}
ax]' axl-

- Estensione legame per sforzi tangenziali: ;; = M(

. " i . duj : ou; j
- Estensione legame a sforzi assiali ©;; + pd;; = p (% + ﬁ) = 2u [1 (% + a—i’)l = 2ud;
J) ]
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Legge costitutiva fluidi Newtoniani

/ ou, 1 <6u1 By 6u2> 1 <6u1 N 6u3>\
» Deviatore (fluido comprimibile) 0x, 2\0x; 0x1) 2\0x3 0x
e ou 5 1/0u, Juy ou, 1/0u, +6u3
U; ] = = | —= — Kk I | [ i
d;:=d; =-|—4+—=—2] elemento del tensore v.d.d. D ROy,  Ox, 0x, 2\dx;  0x,
Y JU 2\0x;  9x; =
d 1/0u; OJu;\ 1/0u; OJdu, 0us
r o | . e
s i=j mm d;; = v (singolo elemento diagonale di D) g 03 R &3
ii : =
g i
: : ou, , du, , duz 0Ou; - 1 dv -V-u 0 0
° c = (o = = = . = - — 3
Traccia di Dyl (2) d;i a0 + T + T o, V-u =T Al )

v' D rappresenta anche velocita di deformazione a volume variabile

0 0 1V_’
3u

«  Da esperimenti: velocita di variazione volumetrica non dipende da viscosita
- Deviatore degli sforzi dipende solo da v.d.d. a volume costante (deviatore tensore v.d.d.)

- Decomposizione tensore velocita di deformazione (sferico + deviatore)

— Sl ol Aol o louk o o [1f0wi  0W;)  10uy ¢
2_3v u£+(Q 3v ué) dll_saxk6”+l2<axj+axi) 3axk6U]

v Parte sferica rappresenta velocitd di variazione volumetrica

v Deviatore rappresenta v.d.d. a volume costante: tr (Q —% V. 17[) =0
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Legge costitutiva fluidi Newtoniani

» Legame costitutivo per fluidi comprimibili:

E ou; , 0uj 1 0ug 15 I
Tij + pd;j = 21 [ (ax, 6xi> 3axk6‘f ovvero §+p£—2u(D 3V ué)

v Fluido in quiete me 3 = () === 7;; = —po;; ¢=— T
v Fluidoidecle mmm ;=0 wmp 7;;i= —po;; == T = —p|
» Significato della pressione
1/ .
tr(g—g V-ué) =0 w—) tr(£+p£) =0

T11+T22+733 _  Tii
3

T11 Ty +T33+3p =0 mes p = — Invariante per cambio sistema di riferimento

v La pressione € una caraftteristica locale infrinseca (non dipende dal sistema di riferimento assunto)

» Chiusura bilancio equazioni — incognite (scalari)
Incognite: densita (1), pressione (1), velocita (3), componenti tensore  (6) : 11 incognite

Equazioni: stato (1), confinuita (1), moto (3), legame costitutivo (6) : 11 equazioni
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Equazione di Navier-Stokes

» Chiusura bilancio equazioni — incognite (scalari)

v Problema ben posto (numero di equazioni = numero di incognite) ma notfevolmente oneroso
v Frequentemente il dato diinteresse € unicamente il campo di velocita

v Se anche sforzi fossero di interesse, € utile poter risolvere un sistema ridotto e ricavarli successivamente

» Equazione del moto per un fluido viscoso Newtoniano

Equazione del moto (di Cauchy)

Du; d7Tjj Du x

P D = Plmg i . P T
Legame costitutivo

ou; , 0uj 10 1 =5
Tl]+p5u—2u[ (u ax;)—ga—z:&-]-] ; §+p£=2,u(2—§V-u£)

Eliminazione degli sforzi incogniti dall'lequazione del moto

Dl ad du; , 0u;j 10
-+ o+ ()30

dxj  0x; 3 0xg
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Equazione di Navier-Stokes

Du; 9 du;  du;\ 10 .
pD—l;—pfml { p6U+2u[ (z-+a_x]i)_§a_1:,:6if]} i=1,2,3

J

1. Termine di pressione

2 (—p8y) = — o (P8y) = =[5 B81) + 5= 0812) + o= (0615)] =

6xl
v Qualunque sia il valore di i fissato, l'unico 6;; = 1 e quello per cui j = i ; gli altri due sono nulli
2. Termine del tensore velocita di deformazione
. i 2 2., 2 2., 2
o 20 [ (G e e o o+ 5n-vv) = 5non ™ o (52
J ] l ] ] l J177] ) ) y i el i J
3. Termine parte sferica del tensore velocita di deformazione (contenente §;;: sviluppo analogo a p)

ey 2 [~ 3 Sul} = = (G 8) = —30 5 ()

ow\_2,0 (dw) _1, 0 (W) _1 0
4. DA “a (ax]) ‘uaxi(axk)_S‘uaxl(ax]) ”axl(v u)
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Equazione di Navier-Stokes

» Riordinando (Equazione di Navier-Stokes):

Du; d%u; d (0uj :
—= . = = 1; 2) 3
P Dt ’Dfml 6xl + H ax,ax, + ﬂ 0xj (6x]
Du 7 2= 1 —
P o= Pl —Vp+uViu+-puV(V-u)
- V2 fore di Laplace o Laplaciano (di del gradiente): —— + -2+ 2
operatore di Laplace o Laplaciano (divergenza del gradiente): 7 + 7+ =

- V(V-u) gradiente della divergenza di u

- Dividendo per la densita p:
v Compare

Dul 1 0dp 0%u; 10 (0uj Do % 2— 1 =4 ! e

= A T — = RN ~v . Viscosita

fml p 0x; =gl dxjox; o V Ox; \0xj Dt fm P vt 3 V(V u) ) !
cinematica v

- Forma con inerzia locale e accelerazione convettiva

ou; . ou; 1 dp 0%u; a_(du; ou - o Vp 27— 1 N
— — sa— e —_— — — . — — — —‘V .
= +axju1 fmi paxi+v6x]6 ]+ o\ 93, ~+@-Vu=fy = +vVeau+-vV(V-u)



Equazione di Navier-Stokes

Corso di Idraulica - Prof. A. Balzano

» Casi particolari

Fluido incomprimibile (, isotfermo e omogeneo): p = cost mmsp V-2 = 0

Du; 10p 0%u; Du = Vp 2
—t=f  —=—4v s v
Dt fml p 0x; 1 0xj0x; Dt fm p A

Fluido pesante (forza peso unica forza di massa): fm = —gVz

Du i dz 1 0p 9%u; 0 1 ORI Du Vp = ! -
Dt dx; paxi+v6xj6xj+3vaxi 9x; o gVz ” A u+3vV(V Uu)

Fluido pesante, incomprimibile (, isofermo e omogeneo) e ideale (u = v = 0)

Du; _ _ 0N (C - ok i i
v = (z + pg) - gV (z o pg) (EQuazione di Eulero)

Nel caso comune di fluido pesante incomprimibile (, isotermo e omogeneo) il moto si studia con le:
(

Du; 0 p 0%u; _s g D _ :

Dt Dog () RGNy, ; 2+ = 2+ = b (auotapier
OH _)pg v' 4 equazioni

0x; RRRTA="0 4incognite: p,u; i=1,2,3
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Equazione globale del moto

» Da bilancio di quantita di moto per volume materiale finito

%fvmpﬁdvzfvmpfmdv-l_mef"dS I_>+ ﬁ 7 é) + ﬁ

« Teorema del trasporto

D 0 — = 0 = — = = = =
—th ﬁdeafVCﬁdV+fSC19u-ndS—> afvcpudV+fScpuu-ndS=fVCpfde+fSCTndS

» Da equazione indefinita del moto

Du; 51'1] aul ou; 0tTij ou; 0Tjj
P =Pl t o, = p SO (p — TPy ) dv = [, (pfml . ax,-) dv
dug dpu; _ _ dp | Opuwiuj apuf o R T ]
f (p e ) fV ( ar " T i 0x;j ) R fVc [ 0x;j i (at & 0x; )] dy
) A ;
Ij, pau Bdv = f pu;u; cosx;*ndS = f pu; (U - n)dS = M; I 9P qy = I I
c Xj c Ot 7 ap : dpuj 0
o7, N0
. = A - 2 -
fVc 0x; il — fSc Ty COS T J:‘)‘c Gl =i fVc V= Eq. di continuita
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Equazione globale del moto

[+M=G+11

+ f=%fv pu dV Inerzia locale - G = I pf.dV  Risultante forze di massa
- M=/, pid-ndS Flusso di quantita di moto - Il = [ 7,dS Risultante forze di superficie
» Forma per fluido viscoso Newtoniano: p —d = B 0w i(%)
2 N Al Dt pfml axj y 6xj £ 0x; ‘uaxjaxj 3‘uaxi 6xj
[ a—pdV—f cosx; ndS = (f ﬁdS) [, = [. —pndS
Ve x; _Scp L K, scp i 2N g
0%u; > Gy A = ity ou = ou
fVc'uanaxjdV_'u Sc 6xjcosx1 ndS_'ufSc on dS_'u(fSc ands)i ”ﬂ _'ufsc andS
1,2 (S gy = T %a) ﬂ_z(%a>
fVc 3M6xi(axj)dv_sﬂf5c axjcosxl ndS_3'u(fSc 0xj nds i Hl'u_3'u fSc oxj nds

- —

I+M=G+1,+1, +0,



Corso di Idraulica - Prof. A. Balzano

Analisi locale del moto di una
oarticella fluida

- - u -
X3 s t) = Df s
B bi | H@o0=ur,
» Terna intrinseca al moto :
- Tangente s: tangente a traiettoria, equiverso a u B \ P - traiettoria
. N === . \
Normale n: verso centro di curvatura locale 5 \\ 5 DTN
. 3 > g 2y = —_— \
Binormale b: forma terna desira con's e n X(to) = %4 e
v s e n giacciono sul piano osculatore del moto X(@t) =% \
v Traiettoria localmente approssimata da arco di X —1 %
circonferenza di centro O (centro di curvatura s =
locale) e raggio r (raggio di curvatura locale), X,
contenuto in piano osculatore
: . ) X1 3 b
» Componenti dellaccelerazione B DU o ap =0
]
DL v ag = 0 in moto circolare uniforme
Dt
S s, D'l—,l,) il uz = o | . | 'I' 2 A o
a(x,t) =—=| 1 a giace sul piano osculatore ~ a, = — = dccelerazione centripeta
r
0 v a, = cost in moto circolare uniforme



Analisi locale del moto di uno

oarticella fluida
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DYV
s t) = Dt i
» Eq. di Navier-Stokes per fluido pesante incomprimibile (J
Du = 1 Du R \ EEES— —. — . . traiettoria
== —gV (Z + i) +v Vi e —— = _Vh + = V27 \ P -
Dt Pg g Dt g B 8 DU '\
2 ; B i et =\
» Proiezione sul piano normale n-b \
by I\ \ \
1 u? W oh i X)) =x ‘\ Nl
% = (-Vh+2V2) - T, = - + 2 (V2aD),, '
gr 9 on g X, — X
u
0= (~Vh+2V?%) 7, = =2+ 2(V?D) B o
A g ) 2 / X
- Differenziale quota piezometrica sul piano normale X, 0
=
oh oh
dh = gdn + £db

2
. Ipotesi di fluido ideale (u = v = 0) b dh = —1"‘7 dn

2
v éuT K 1™ dh =0 mm) h = cost (Legge di Stevin)

v Corrente con tfraiettorie caratterizzate da

grandi raggi di curvaturc W definibili sezioni
rette (normali a velocita punto per punto),
= piane, defte regolari, su cuila distribuzione

delle pressioni € idrostatica (h = cost)
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Teorema di Bernoulli

» Eq. di Navier-Stokes (fluido pesante incomprimibile) &
Du =
22— _vh+ 2 V20
g Dt g y ol
» Proiezione sull'asse tangente L
3
1 Du 2—)) - _a_h K 2=
= ( Vh+ 1% 65+g(vu)s
DY _ 89 89 29 29 =
- Memo: (Dt = T Us o Un T Uy Un S Up = 0, us = u) X,
1Du  9n_10u_ 1 du  Oh _ 10u  0@?/29) Ok
th+as_g6t+g 65+as_g6t+ ds +6s
_1du W) _ 10u 2 < = o
_gat+6s(h+2g) gat+as( +y+29 2
- |Ipotesi: fluido ideale (u = v = 0), moto stazionario
- Riordinando: la—u + — ( 1oL u—z) =2 (V21)
ga y 29/ 4 . Z—Z =0 == | H = cost|iungo una traiettoria

p  u? u? . : .
Y H=z+2+-=h+  carico fotale (Teorema di Bernoulli)
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Teorema di Bernoulli

» Carico totale (trinomio di Bernoulli)
linea dei carichi totali

2

A
u u? u? S 2/2
H=z+2+==h+= ; — = alftezza cinetica u*/29 | uy’/2g

Y S 29 29 linea piezometric W x
- Significato fisico del carico totale B Py / \\/
: ! < . g .. pa/y )
~ La quota piezometrica h & I'energia potenziale e S h, H .

totale (peso + pressione) per unita di peso di fluido B ifune Ty oy . -
z T
~ Un corpo di volume V, densitd p, massam = pV, 5y 2,
\ 4 | Yy Y

peso W=gm e velocitd u possiede l'energia cinefica

2 2 2 . oo . . .
E, = L — lquz b ngu_ — W Ec - Significato geometrico del Teorema di Bernoulli
2 2 29 29 29 w . . A .
Lungo una traiettoria si manfiene costante la
- L'altezza cinetica rappresenta I'energia cinetica per somma di quota geodetica, altezza
unita di peso di fluido piezometrica e altezza cinetica della particella

~ |l carico totale rappresenta I'energia meccanica v Effetto Venturi: ad un aumento della velocita

totale (potenziale + cinetica) per unitd di peso di corrisponde una diminuzione della quota
fluido piezometrica (e della pressione se z=cost)
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Schema di fluido ideale

» Moto stazionario, fluido viscoso (u # 0 = v # 0)
0 p . u?® v .
g(Z‘F;‘Fg) = E(Vzu)s

Variazione di H lungo un percorso fraipunti 1 € 2

OH = 2 0H 2 =
i g(vzu)s - | gds = H,—H; = fl g(vzu)s ds

— Se il percorso € abbastanza breve, lintegrale del
termine viscoso € frascurabile; si ha quindi:

Hy—H; =0 mp H, = H;, m)p H = cost

v puo essere applicato lo schema di fluido ideale

- applicabilitad schema di fluido ideale dipende da:
o lunghezza del percorso
o caraftteristiche del campo di moto ( V2u) [ ~km

o caratteristiche del fluido (v)
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Moti stazionarl: perdite di carico

» Come varia il carico totale lungo la traiettoria ¢

HE ﬁ(vzﬁ’)s m) dipende dal segno del termine viscoso

ds

- Moto uniforme in condotto cilindrico a sezione circolare
v Particelle in moto refttilineo uniforme (traiettorie rettilinee e parallele)
v U=1uly 1l =cost;u=cost lungos == du/ds = 0°u/ds* =0
v Traiettorie rettilinee e parallele mm qualunque coppia di assi sul piano della sezione € coppia assin, b
v Aderenza a pareti mm le sezioni del solido di velocita rivolgono la concavita verso I'asse delle ascisse

2 2 2 2 2
2 >t SRR 2 >N > o oo SO D <y, 0“u . 4 "
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4 Pl g(vzu)s <0 Il carico totale diminuisce nel senso del moto (perdite di carico)

*  Moto stazionario generico: il risultato per il moto uniforme in condotto cilindrico a sezione circolare si
estende alla generalita delle correnti (flussi unidimensionali) stazionarie: H diminuisce nel senso del moto




